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Re´sume´ :
L’effet dynamo est l’explication la plus couramment adopte´e pour expliquer l’existence d’un champ
magne´tique sur Terre. Dans le but de simuler l’expe´rience VKS2 (l’une des expe´riences ayant re´ussi
a` mettre en e´vidence ce phe´nome`ne), un code nume´rique (SFEMaNS) a e´te´ de´veloppe´. Utilisant
une ge´ome´trie axisyme´trique, la re´solution couple une de´composition de Fourier dans la direction
azimutale, et une technique d’e´le´ments finis de Lagrange dans le plan me´ridien. Ce choix d’e´le´ments
pose proble`me pour les e´quations de Maxwell. En particulier, les algorithmes standards peuvent ne
pas converger vers la bonne solution, en re´gime stationnaire, lorsque le domaine et/ou la perme´abilite´
magne´tique pre´sentent des singularite´s : la contrainte de divergence nulle sur le champ magne´tique
peut ne pas eˆtre respecte´e. Ce proble`me est re´solu dans SFEMaNS graˆce a` une nouvelle approche,
qui a e´te´ analyse´e et valide´e sur des proble`mes-tests ; les re´sultats ont e´galement e´te´ positivement
confronte´s a` d’autres simulations nume´riques.
Abstract :
Dynamo effect is one of the most commonly accepted explanations for the existence of a magnetic
field on Earth. Aiming to the numerical simulation of the VKS2 experiment (one of the successful ex-
periments highlighting dynamo effect), a numerical code (SFEMaNS) has been developed. Assuming
a cylindrical symmetry, the solution method consists of using Fourier decomposition in the azimuthal
direction, and a Lagrange Finite Element Solver in meridian planes. The use of Lagrange finite ele-
ments is a very challenging task for the Maxwell equations. In particular, standard algorithms may
fail to converge to the right solution in the steady state case, if either the domain or the magnetic
permeability has singularities : the divergence-free constraint on the magnetic field may not be satis-
fied. To overcome this difficulty a new approximation technique has been introduced, analyzed and
validated on benchmark problems. Results have also been successfully compared to other numerical
simulations.
Mots clefs : dynamo cine´matique ; magne´tohydrodynamique ; perme´abilite´ magne´tique
discontinue
1 Introduction
Le but de ce travail est le de´veloppement d’un code de calcul capable d’inte´grer nume´riquement les
e´quations de la magne´tohydrodynamique (MHD) en domaine he´te´roge`ne. Le domaine de calcul est
suppose´ axisyme´trique, et se de´compose en une partie conductrice et une partie isolante. Le champ
e´lectromagne´tique est alors repre´sente´ par un couple H − φ, avec H le champ magne´tique dans le
conducteur, et φ le potentiel magne´tique (scalaire) dans le vide. Les ide´es de base de l’approximation
sont pre´sente´es dans [4] pour la partie e´lectromagne´tique, et dans [5] pour le couplage avec les e´quations
de Navier-Stokes. Une me´thode d’e´le´ments finis de Lagrange est utilise´e dans le plan me´ridien, et les
variations dans la direction azimutale sont traite´es graˆce a` une de´composition de Fourier. La principale
nouveaute´ ici est la prise en compte d’une perme´abilite´ non constante, ce qui rend la re´solution des
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e´quations de Maxwell de´licate. Une nouvelle formulation est donc mise en oeuvre. Puisque la partie
concernant les e´quations de Navier-Stokes ne change pas par rapport a` [5], on ne s’inte´resse ici qu’au
cas de dynamo cine´matique, i.e. le cas ou` l’on re´sout les e´quations de Maxwell avec un champ de
vitesses prescrit.
Dans un premier temps, on de´taille les notations utilise´es, ainsi qu’une nouvelle formulation pour les
e´quations de Maxwell. On pre´sente ensuite quelques validations de cette nouvelle formulation. Enfin,
on utilise le code obtenu pour e´tudier un effet de dynamo cine´matique avec un e´coulement de Von
Ka´rma´n.
2 Les e´quations
On conside`re les e´quations de la MHD dans un domaine borne´ axisyme´trique Ω ⊂ R3. On suppose
que la frontie`re Γ := ∂Ω est au moins lipschitzienne, et que Ω se de´compose en une partie conductrice
Ωc, et une partie isolante (appele´e aussi vide) Ωv (suppose´ simplement connexe). On note Σ l’interface
entre Ωc et Ωv. On suppose encore que Ωc se de´compose en sous-domaines Ωc1, · · · ,ΩcN sur lesquels
la perme´abilite´ magne´tique µ est constante. La surface sur laquelle µ pre´sente des discontinuite´s (i.e.
les interfaces entre les Ωci) est note´e Σµ. On note encore Γv (resp. Γc) la partie de ∂Ωv (resp. ∂Ωv)
qui est e´galement sur le bord du domaine Ω. Les notations sont illustre´es sur la figure 1.
Ωc1
Ωc2
Ωc3
Ωv
Axis
Σ
Σµ
Γv
Γc
Fig. 1 – Exemple de domaine de calcul : a` gauche, le sche´ma d’un domaine ge´ne´rique (plan me´ridien).
A droite, un sche´ma du dispositif VKS, avec a` la fois les dimensions re´elles et les dimensions utilise´es
pour le calcul
Avec ces notations, on e´crit directement les e´quations sous forme adimensionne´e (l’adimensionnement
a e´te´ fait de sorte que la vitesse de re´fe´rence d’Alfve´n soit e´gale a` 1). On cherche alors a` re´soudre
µ∂tH = −∇×E− µ∇pc dans Ωc
(−∆0)αpc = −∇·(µH) dans Ωc
pc = 0 sur ∂Ωc
∇×H = Rmσ (E + u×µH) + js dans Ωc
∇·E = 0 dans Ωc
µ∂t∆φ = −µ∆pv dans Ωv
∆pv = ∆φ dans Ωv
∇pv·n = 0 sur ∂Ωv
(2.1)
Dans ce syste`me d’e´quations, E repre´sente le champ e´lectrique dans le conducteur (il est e´limine´ lors
de l’e´criture d’une formulation faible, cf. [4]), u est la vitesse (prescrite) de la partie conductrice, js
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est un courant donne´, µ (resp. σ) de´signe la perme´abilite´ magne´tique (resp. la conductivite´ e´lectrique)
du milieu, suppose´e constante sur chaque Ωci. n de´signe la normale sortante au domaine conside´re´ et
α est un parame`tre re´el entre 12 et 1. Pour une meilleure compre´hension, on peut conside´rer α = 1. La
nouveaute´ de cette formulation est la pre´sence des termes pc et pv que l’on peut interpre´ter comme
des multiplicateurs de Lagrange et que l’on appellera (abusivement, par analogie aux e´quations de
Navier-Stokes) pression magne´tique. Il convient d’ajouter a` ces e´quations des donne´es initiales (sur
H, φ, pc et pv) cohe´rentes, ainsi que des conditions de bords sur les composantes tangentielles du
champ e´lectrique et/ou du champ magne´tique. Enfin, il faut imposer la continuite´ des composantes
tangentielles des champs e´lectriques et magne´tiques au travers des interfaces.
L’ajout des pressions magne´tiques, motive´ par [1], a pour effet de prendre en compte correctement la
contrainte de divergence nulle sur le champ magne´tique, en particulier lorsque l’on veut re´soudre les
proble`mes stationnaires associe´s. Alors que les techniques standards peuvent ne pas converger vers la
bonne solution lorsque l’un des domaines conducteurs pre´sente des singularite´s (ex : coin rentrant) ou
lorsque la perme´abilite´ pre´sente des discontinuite´s dans Ωc, cette nouvelle formulation forte de´bouche
sur une formulation variationnelle mieux adapte´e.
Lorsque les conditions initiales sont cohe´rentes, i.e.
∇·(µH)|t=0 = 0 dans Ωc et ∆φ|t=0 = 0 dans Ωv,
on impose pc|t=0 = 0 et p
v
|t=0 = 0. On peut alors montrer que p
c ≡ 0 et pv ≡ 0.
Partant de cette formulation forte, on peut, comme dans [6] de´river une formulation faible dont les
seules inconnues restantes sont H, φ et pc. Pour la discre´tisation en temps, on utilise un sche´ma de
type BDF2 (Backward Difference Formula). L’algorithme prend la forme suivante : on se donne un
pas de temps ∆t, un maillage du plan me´ridien (le diame`tre moyen d’une maille est note´ h), et une
initialisation correcte des champs H, φ et pc, on note
H∗ = 2Hn −Hn−1
DHn+1 =
1
2
(
3Hn+1 − 4Hn + Hn−1)
Dφn+1 =
1
2
(
3φn+1 − 4φn + φn−1)
Alors les approximations Hn+1, φn+1 et pn+1 des champs H, φ et pc a` l’instant tn+1 = (n+ 1)∆t sont
calcule´es en un pas, de sorte que pour tout triplet de fonctions-tests discre`tes b, ϕ, q, on ait :∫
Ωc
µ
DHn+1
∆t
·b +
∫
Ωv
µ
∇Dφn+1
∆t
·∇ϕ+
∫
Ωc
(Rmσ)−1∇×Hn+1·∇×b
+
∫
Σµ
{
(Rmσ)
−1∇×Hn+1
}
·[[b]]×n +
∫
Σ
(Rmσ)−1∇×Hn+1· (b−∇ϕ)×n
+ h−1
∫
Σµ
[[Hn+1]]×n·[[b]]×n + h−1
∫
Σ
(
Hn+1 −∇φn+1)×n· (b−∇ϕ)×n
+ h2α
∫
Ωc
∇·(µHn+1)∇·(µb) +
∫
Ωc
µ∇pn+1·b (2.2)
−
∫
Ωc
µHn+1·∇q + h2(1−α)
∫
Ωc
∇pn+1·∇q
+
∫
Ωv
µ∇φn+1·∇ϕ−
∫
Ωv
µ
(
n·∇φn+1)ϕ
=
∫
Ωc
(
(Rmσ)−1js + u×µH∗
) ·∇×b + termes de bord
−
∫
Σµ
{
(Rmσ)
−1 js + u×µH∗
}
·[[b]]×n−
∫
Σ
(
(Rmσ)
−1 js + u×µH∗
)
· (b−∇ϕ)×n
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3 Validation de la formulation
3.1 Domaine singulier en 2D
Cette partie sert a` valider la nouvelle formulation, et justifie l’ajout de pc. On regarde les e´quations
de Maxwell dans un domaine plan, en forme de L. On se place dans le cadre Ω = Ωc = Ωc1. On prend
µ = 1, σ = 1, u = 0 et js = 0. On valide la nouvelle me´thode sur deux cas-tests. Le premier est le
proble`me aux limites suivants :
∇×∇×H = 0, ∇·H = 0, H×n = ∇ψ×n,
ou` ψ un potentiel singulier donne´ par : ψ(r, θ) = r sin
(
2θ
3
)
. La solution est alors H = ∇ψ. Le
deuxie`me test est le proble`me aux valeurs propres, c’est-a`-dire ici la recherche de couples (λ,H) tels
que
∇×∇×H = λH, ∇·H = 0, H×n = 0.
La figure 2 repre´sente les re´sultats obtenus, en utilisant des e´le´ments de Lagrange de degre´ 2 pour le
champ magne´tique. Les maillages utilise´s ont pour diame`tre moyen respectivement 1/10, 1/20, 1/40,
1/80 et 1/160. La pente pour le proble`me aux limites s’approche de 2/3. Pour les valeurs propres, la
bibliothe`que ARPACK a e´te´ utilise´e, avec une tole´rance de 10−8, ce qui explique que les convergences
stagnent pour la troisie`me et la quatrie`me valeur propre. On remarque que l’approximation de la
premie`re valeur propre est plus difficile, car le vecteur propre associe´ pre´sente une singularite´.
pente 2
pente
2
3
pe
nte
2
3
Fig. 2 – Tests en domaine singulier : a` gauche, le proble`me aux limites, a` droite, les cinq premie`res
valeurs propres
3.2 Sphe`re de Durand
On teste ici un cas ou` Ω = R3 avec Ωc une sphe`re centre´e en 0, de rayon R2. Elle est de´compose´e en
deux sous-domaines Ωc1 et Ωc2, avec Ωc1 une sphe`re de rayon R1 centre´e en 0. La perme´abilite´ de Ωc1
est suppose´e e´gale a` µ0 (perme´abilite´ du vide), et celle dans Ωc2 e´gale a` µ0µ. Le champ magne´tique au
loin est connu, de la forme H = H0ez, avec H0 une constante. Le champ magne´tique H ve´rifie alors
(dans R3)
∇×H = 0, ∇·(µH) = 0, lim
‖x‖→+∞
H(x) = H0ez
Ce proble`me a alors une solution stationnaire analytique, a` laquelle on peut comparer notre approxi-
mation. La figure 3 illustre ces calculs. On peut notamment observer (figure 3(c)) que les lignes de
champ magne´tique se connectent pratiquement perpendiculairement a` Ωc2. Les taux de convergence
observe´s pour la norme L2 de H et la norme H1 de φ sont pour ce cas-test supe´rieurs a` 2.5.
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(a) Hr (b) Hz (c) lignes de champ
Fig. 3 – Solution stationnaire calcule´e pour µ = 200.
4 Dynamo cine´matique
Le code base´ sur cette nouvelle formulation a e´te´ compare´ nume´riquement avec un code volume
finis/e´le´ment de frontie`re sur des proble`mes de dynamo cine´matique avec champs de vitesse analytiques
axisyme´triques (cf. [2]). Il peut aussi eˆtre utilise´ pour simuler l’expe´rience von Ka´rma´n Sodium 2
re´alise´e a` Cadarache, modulo une mode´lisation des pales (qui cassent la syme´trie cylindrique). Le
sche´ma du dispositif est visible sur la figure 1. Un sche´ma simplifie´ du domaine mode´lise´ (dans le plan
me´ridien) est visible sur la figure 4. Deux disques sont en contra-rotation dans une cuve cylindrique
remplie de sodium liquide. Cette cuve est entoure´e de sodium immobile, le tout e´tant contenu dans
un re´servoir en cuivre. Les pales sur les disques n’ont pas e´te´ prises en compte ici. Les de´tails de
l’expe´rience peuvent eˆtre trouve´s dans [7].
On s’inte´resse ici a` l’effet de la forme de l’e´coulement derrie`re les disques sur le nombre de Reynolds
magne´tique critique (qui correspond a` un taux de croissance nul pour le champ magne´tique). On
utilise des donne´es expe´rimentales sur un e´coulement d’eau (documente´ dans [8]) pour la forme de
l’e´coulement dans la zone situe´e entre les disques. Les disques sont eux-meˆmes mode´lise´s par une partie
fluide dont la vitesse est e´gale a` la vitesse du fluide sur la face inte´rieure. Quatre cas ont e´te´ distingue´s,
pour mode´liser deux types diffe´rents de mate´riau pour les disques (fer doux ou acier), et deux types
d’e´coulement derrie`re les disques. On donne un exemple d’e´coulement utilise´ sur la figure 4.
Fig. 4 – Mode`le simplifie´ du dispositif VKS2, et champ de vitesse axisyme´trique impose´
Lorsque les disques sont en acier, les deux types d’e´coulement utilise´s donnent des Reynolds magne´tiques
critiques diffe´rents (82 et 75). Avec des disques en fer doux, ce seuil est significativement abaisse´, et
inde´pendant de la forme de l’e´coulement derrie`re les disques (66 et 64). En comparant acier et fer
doux, on peut e´galement observer une diffe´rence dans la forme des lignes de champ magne´tique aux
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abords des disques (cf. figure 5). Ce re´sultat renforce l’ide´e que la pre´sence de mate´riau solide ferro-
magne´tique en mouvement est un facteur important de la dynamo observe´e dans l’expe´rience VKS2.
Non seulement les disques ferromagne´tiques e´crantent l’effet de l’e´coulement dans la zone derrie`re eux,
mais ils abaissent e´galement le Reynolds magne´tique critique, ce qui est en accord avec [3].
(a) µ = 1, Rm = 75 (acier) (b) µ = 60, Rm = 65 (fer doux)
Fig. 5 – Lignes de champ magne´tique et iso-valeurs de l’e´nergie magne´tique (25% de l’e´nergie
magne´tique maximale) pour des types de disques diffe´rents, avec le meˆme champ de vitesse
5 Conclusion
Nous avons introduit une nouvelle technique d’approximation des e´quations de Maxwell, utilisant des
e´le´ments finis de Lagrange, afin de re´soudre des proble`mes dans des domaines pre´sentant des singula-
rite´s et/ou des proble`mes pour lesquels la perme´abilite´ pre´sente des discontinuite´s. Cette technique a
e´te´ valide´e nume´riquement, puis applique´e a` une mode´lisation d’une dynamo cine´matique, inspire´e de
l’expe´rience VKS2. Par la suite, nous allons utiliser cette meˆme technique pour e´tudier nume´riquement
des re´gimes non line´aires, en inte´grant tout le syste`me d’e´quations de la MHD, toujours dans une confi-
guration de type VKS2. En outre, nous pourrons e´tudier l’effet d’un forc¸age volumique mode´lisant
l’effet des pales qui existent dans le dispositif re´el.
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